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4.5 Problemas de Aplicacién de Maximos y Minimos

Pasos para abordar problemas de optimizacién (maximizar o minimizar):
1. Analizar el problema y ver cual es el objetivo: minimizar o maximizar.
Dibujar diagramas si fuera posible.
Determinar las vatiables que intervienen en el problema.

2
3
4. Determinar la funcién objetivo f la cual debe estar en funcién de una variable.
5. Definir el dominio de la funcién f

6

St Dy = [a,b] y f es continua en [a,b] entonces aplicar la teoria de valores extremos

en intervalos cerrados, caso contratio, emplear el criterio de la primera o segunda de-

rivada.

Ejercicios Resueltos

451 Un tridngulo isésceles tiene un vértice en el origen, la base paralela al eje X, los extre-

mos de ésta en la curva 12y =36-x, y 20, héllese el rea correspondiente del trin-

gulo maximo.

Solucién.
A
| /'f‘\\\ Ay = %(basex altura) =x-y
i Pero 12y=36-x>= y=1(36-x%) 20
. \‘\ ,,'_‘ 36-x220=>-6<x<6 A x20

luego:  A(x) = -Lx(36-x?), xe[0.6]
Determinando los puntos criticos, tenemos
A(x)=1L(36-x-2x)=-L(x* -1 =0 x =233 x =243 (p.c)
Evaluando 15 funcion A4 en el punto critico y en los extremos del intervalo de definicion:
A(2V3) =43, A(0)=A4(6)=0

l) 3 s’ . . o . > — { -y
Ortanto, el drea maxima del triangulo es 43, v sc obtiene cuando x =2 V3 unidades.

4.5.2 Dos vértices de un trapecio estan en (-2.0) y (2,0}, los otros dos estin sobre la semi-
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5. 13 s L le del trape-
‘ . 2yyl= +>0). :Cudl es la maxima drea posible del
i a superior x~+y- =4 (¥ 20). ;Cual e s
circunferencia supe i
cio?

Solucidn.

(—x,vd— v2) (x, ¥4 - x2)

B=4, b=2x, h=y= 4-x

- luego: A(X)=(

(-2.0) 2.0)
es decir:  A(x)=(2+x) 4-x%, 0<x<2
Derivando e igualando a cero, tenemos
5 W2+xy w=2x"—=2x ~2x+2}x-1) _ —2(x—Dx+2
AWM=V T2 Jae | Je-n@+n V2
Luego, 4'(x)=0 implica que x =1, ademis la derivada no existe en x = 2 . Evaluando

A)=33  4(0)=4 A(2)=0

; de 2
Por tanto, el 4rea maxima del trapecio es 33, y es alcanzada cuando la base menor mide
unidades.

4.5.3 Un rectangulo esta acotado por los cjes coordenados, y por la grafica de la recta L que
pasa por (0,4) y (6,0). ;Qué largo y que ancho ha de tener el rectingulo para que su
area sea maximar

Solucién.
El area del rectangulo es: X
A=x-y ....................... ((1) N 0.4)
donde x representa el largo y yel ancho. La /
ecuacion de la recta L esta dada por
y—4= (x=0) = Li p=~Zx4+4
i 3 Y (6.0)
En (o), se ticne: = X

2 2 <
A(x) =x-[~§x+4)=—5x2 +4x,0<x<6 = A'(x) = —S-x+4: 0=>x=3 (pc)
Luego,  4(0) =0, A(6)=0, A(3)=6

Condun.nos que el drea maxima del rectingulo es 6 unidades y se obtiene cuando el largo
x=3unid. y el ancho es y==2

$(3)+4=2unid.
454 Determine lag dimensi

de inscribir en un con
Solucién.,

ones del cilindro circular recto

. de maximo volumen que se puc-
o circular recto de radio Ry

altura H .

Radio del cono: R

oo e Altura del cono; H
adio de| cilindro: » Altura de) cilindro: 4

Volumen de] cilindro: V=nrij



Por semejanza de tridngulos tenemos
H-h_H
r

Reemplazando (B) en (a ) tenemos

:h:H—I—;-r ....... ®)

S

V(r)=1tr2(H —%r)ﬂtr:ﬂ -ERﬁ"‘B , ’E[OvR]

Obtenemos los puntos criticos:

R V'(r)=ER£(2Rr-3r2)=0 =5 r=0,r=§R

Luego, V(0)= V(R)=0,y V(% R)= ?24711:HR2 , es decir, el cilindro de maximo volumen que se

. . 2 H(2 1
puede insctibir en el cono descrito tene radio r = > R yaltura h=H - _(_ RJ ==H .

3 3

4.5.5 Un pedazo rectangular de cartén mide 10 pies de ancho por 16 pies de largo, se corta-
rin cuadrados iguales en las esquinas para doblar la pieza de cartén resultante y asi
formar una caja sin tapa. ¢Qué dimensiones tendra la caja de volumen méximo?

Solucién.

Se quiere maximizar el volumen de la caja: ¥ = (4rea de la base)(altura).

P (x) = [(16-22)(10—2x)] x = 48 - x)(5— )x |
Z 440x-13x% +5°), xel05] F e ]

Derivando e igualando a cero obtenemos e
V’(x)=4(40—26x+3x2)=0 & (B3x-20)(x-2)=0 =

De donde x=2 es el Gnico punto critico, ya que

x =2 no pertenece al dominio [0,5]. Luego

...............

V(0)=V(5)=0, V(2)=144pies® (volumen maximo).
Entonces, x =2 hace maximo el volumen de la caja, y las dimensiones de la caja son

largo: 16—2x =12pies, ancho: 10—2x=6pies, altura: x=2pies

4.5.6 Calcule las dimensiones del rectingulo que tiene drea maxima, de modo que se pueda
inscribir en una circunferencia de radio R.

Solucién.

Debido 2 que la base del rectingulo es 2x y la altura 2y, enton-

ces su drea es: A=(2x)2y)=4xy = i (a)
27y
S E Por Pitagoras, R? =x? +y?, de donde y=vR? B 5 reempla-
zando en (a) obtenemos

A(x)=4xVR? - x?, xe[O,R]

Derivando: A r———Rz . . 4x(2x) _ 4(R2 _2x2)

2\/1?-.:2 \[I?—xz

A(x)=0 = 4(R?-2x?)=0 = x=2LZR

A'(x) no existe = RP-x*=0=>x=%R



] d(,mim()
"{,5 R y x =R, los que se encuentran dentr© de

entonces, los puntos criticos son X =5~
de la funcion 4; luego
A(O) =0, A(R) =0, "’(\/ER/Z): 2R (arca maxima)
1a tiene

o 5 - . S A erenc
entonces, el cuadrilatero de area maxima que s¢ puede inscribir ¢n una circunf
a f ) 5
. ; 2 : 2 2 2 :
dimensiones: X = i;'—R i y=yR™ - (——2— R) =5 R, es decir, es un cuadrado-
rmine las dimen-

Dete
e la altura

la razon €ntr
fera y el volumen

¢ en una esfera de radio R.
Ademas, muestre que
| volumen de la es

4.5.7 Un cilindro circular recto se inscrib
siones del cilindro de volumen maximo.

del cilindro y su radio es J2, v que la razon entre €

del cilindro maximo es \f3_ :

Solucion.
@B Dimensiones del cilindro: 7, h
. 7 Volumen del cilindro:
VairZh e (a)
B Of-p--1A
; En AAOB , por Pitdgoras tenemos:
i a2
: 2 _p2_| =
+2=R (2) .................... (b)

Reemplazando (b) en (2):
2

_ h K’
V(h)= n(Rz —T]h =n [th - -4—], hel0,2R]

¢Por qué he[O,ZR]?:
Como r20 = R? —£>0
720> ~2R<h<2R,ademis h20,luego k€ [0,2R].

Calculando los puntos criticos de ¥ :
. N,
V(h)—n:LR -T]=o = -3h%=-4R? > h=¢3‘/zR 5 pt
3 !

luego
V(O =0’ V -
) (2R)=0, V(¥R)=“[R2(&R)_L(&R)’ _AB._ 3
3 4173 ==3>n R’ (volumen maximo)

Entonces, el volum. 2 s
* €n m i
aximo del cilindro se obtiene cuando f = 243 ‘
=2 R . El valor del radio r¢-

sulta )'2=R2—£=R2—£*~2R2 V6
3 T TR
P
ot otro lado, se debe mostrar que: 2 V2 4
P ¥ T=~/§:
&
h_(@3/3)R 14
r (J6/3)R =2, o bR

4.5, —
8 c (4\[5/9)7\:]{'3

nu s 3 is
n bosque esta a 3Km.del punt© mas

est ; ; 4 CA”
na edPLInto a una tienda situada ¢ la €2
t de la estacién a la tienda en unl piem”



po minimo. ¢Qué ruta debe seguir, si puede caminar a la velocidad de 4Km/h por el
bosque y 5Km./h por la carretera?

Solucién.
9-x [T Camino de la estacién a la tienda: a+b
b \
! f 2
_ i a=v-t= x2+9=4t:ta= x4+9horas
_____________________ i =
O AT
; x*+9 9-—x
Tiempo total: #(x) = . xe[0,9]
1 Sx—-4vx*+9
)= e = =22 TTYE 27 - 0 o Sx-4x? +9 = 0= 25x% = 16(x? +9)

4xr+9 3 20Vx*+9
= 9x’=144=>x=t4=>x=4¢[0,9]

reemplazando en la funcién tiempo, vemos que

3 9 51 Vo0

5
=Z42=-=255 t9)="——~2372, t(4)="+1=2.25 (mini
T, Q= o= (minimo)

.

—~

=

~—
|

Por tanto, la persona debe caminar a =+/9+16 = 5Km por el bosque y b=9-4=5Kmpor la
carretera para llegar en un tiempo #(4) = 2.25horas, el cual es minimo.

4,59 Determine el punto (x,y) sobre la recta y =5-3x, el cual es mds cercano al punto
(1,-2).
Solucién.,

Usaremos la férmula de distancia entre dos puntos para (1,-2) y (x,») =(x,5-3x),y determi-
nar en qué punto (x,y) esta distancia es minima.

d=(x-1? +(y+2) = f(x-1? +(5-3x+2)" = d(x)=(x-12 +(7-3x)* ,xe R

. el wgs
Podemos considerar g(x)=d~ para facilitar nuestro

Y
" trabajo, pues maximizar d es lo mismo a maximizar
d? es decir:
: g(x) = (x-1?+(7-3x)%, xeR
»X : ; ;
d\(xv) Derivando e igualando a cero:
(1-2) g'(x) = 2(x = 1)+2(7 - 3x)(-3) = 4(5x -11) = 0

=x=11/5 (p.c.)
Aplicando el criterio de la segunda derivada donde g'(x)=4(5x—11) = g"(x) =20
Vemos que g"(11/5)=20>0, es decir, que en x=11/5 la distancia es minima, luego

d(11/s) =%m ~1.2649 . Por tanto, el punto mis cercano al punto (1,-2)que esta sobre la
rectaes (2.2, -1.6).

4.5.10 Se quiere construir una caja con base cuadrada y con tapa, que ha de tener una capaci-
dad de 81m’. Si el material para los lados cuesta S/. 2.00 por metro cuadrado, para la

base y la tapa S/. 0.75 por metro cuadrado. ¢Cudles han de ser las dimensiones para
que el costo total sea minimo? ;Cuil es el costo minimo?



Solucién.

Costo total: ¢
Dimensiones de la caja: X, ¥

Area lateral: 4xy 7
El costo total es: =
¢ = 0.75(area dela base) + 0.75(area de la tapa) + 2.00 (area lateral) = | sl afxy T (h
2 e (1)
y volumen delacaja: YV =XV= 8l => y= ]

81 200
Reemplazando (11) en (I) tenemos: c(x) = 1.5x +8x(-x—2—) =1.5x"+—

3 648 _, X -216 c’(x)=0=>x3—216=0=”=6
C'x =3x—-——5= it o o I _
* %t % c'(x)noexiste::x2=0=-‘?"'0‘EDc

a - ¢ la cai
Utilizando el criterio de la primera derivada se verifica qué, las dimensiones de la caja que

x>0

s 9 ;
hacen que €l costo sea minimo son x=6m., Y= Zm. y éstees

c(6)=1.5(6)" + 9? =162 soles.

4.511 La esquina inferiot derecha de una pagina se dobla hasta alcanzar el lado izquierdo,
el ancho de la pagina es de 10 pulgadas:

a) Determine la longitud del pliegue.
b) ¢Qué angulo forma el pliegue minimo en el lado mayor derecho de la pagina’

Solucién.

Queremos minimizar la Jongitud del pliegue y:

En el tridngulo 4EC (de la figura) se tiene: sen o =X = y= X seno#0 (
y sen o

Ademas
(90°—0x) +(90°-at) + 6 = 180°
180°—20.+6=180° = 20.=6

Luego cos2a = ¢cosh = 10-x

x
Sabemos que

sena:JlT_S_z“ S 1-((10-x)/x) .
4 : 2
5

Por tanto, sena=\/2x—10 _ [x-
o x D 10x C x

Bagyy=—2t -
JE=5)/x x=5° onde x e (5,10], derivando e igualando a cero renemos

R
v 2Wx—5s

x-35

] = 2x¥? —15x" xl/2(2x——l5),_0
25" 2x-9"




. it = 73 o
El unico punto CrItiICO €S X = 15/~ 5 los puntos x =() V' X=5 no son puntos criticos debido a
que no pertenecen a (5.10]. Usamos el criterio de la primera derivada:

+(~)

o x=6¢ <5'15/2]‘ entonces v’ = =-,dedonde f es decreciente,

-+
+(+)
-+

e x=9¢€ <15/2 .10], entonces y' = =+,de donde f es creciente,

De ambos casos podemos concluir que existe un minimo en el punto x =15/2. Luego, el plie-

gue minimo serd

Por otro lado, para saber el dngulo que forma el pliegue minimo en el lado mayor derecho de

la pagina calculamos

10-x 10-15/2 1 N 1
cos2a = = =§ = 2a=,arccos—3- =X a=5arccos%

x 15/2

4.5.12 Una lata de aceite debe tener un volumen de 1000 pulgadas cubicas, su forma es la de
un cilindro con fondo plano y cubierto pot una semiesfera, como indica la figura.
Despreciando el material del espesor de la lata, determine las dimensiones que minimi-

zan la cantidad de material necesario para fabricarla.

Volumen de la lata: 1000 pulg’
Volumen del cilindro: ¥, = nr?h
T S

Volumen de la semiesfera: ¥, =§Tcr3

Solucién.

2
Volumen total: ¥V =V, +V, =1'tr2h+§7tr3 =1000,

o machoreeasy

5 g 3
dCdOHdC nr2h=1000-—:n'r3 s h:mr_ ............ (a)
3 3nre
Area del cilindro: A, =nr® +2nrh, Area de la semiesfera: A, =2nr?,
La cantidad de material necesaria esta dada por:
.................... (5)]

A=A, + A, =nr® +2nrh+2nr? =302 + 2nrk

Reemplazando (o) en (B) obtenemos:

< G 2nr? . 2000 4
A=3nr? 4 2ny M =3nr? + 2nr 3009 = n:r2 =3nr- + —=nrs
Inr? 3nrs  3nr r
='5-Ttr2 M 2000
3 r

3
;\dcmés, r>0y h= _—3000 — 2,,1" >0, entonces re <0,5 31f1—2—>- Luego,
3nr-e n

S [
Alr) = Snr2 + 2000 , re <O,5 3 E> Derivando e igualando a cero, tenemos
r n



") 107 " 4000
i r)=s—
Utilizando el criterio de la segunda derivada, donde 4 ; 3

y SC [i(:ne
L inimiza | idad d terial necesaria. Luego reem-
1/ i =23— za la cantidad de ma
A"(23 ZZ]>0,es decir, r=23 . minimiza
T

—— =

plazando (8) en (a) obtenemos A = %3 ,———(75)2 n

: i i 0 pulgadas cuadradas de impresion, v

p Apina rectangular de un libro contiene 3‘ pulg ' o5

343 ((i:;l;i: tg;:%lr un marggg de 2 pulgadas en la parte inferior y superior, y una pulgada a ca-
da lado. ¢Cuil es el drea minima en dicha pagina?

150 2315_'

Solucién.

Sean x y y las dimensiones del material impreso, mien-
tras que x+2 y y+4 las dimensiones de la pagina. De-
bemos optimizar el drea de la pagina: ‘ =]
A= EFDI+ N o) ,l' Mgy :‘:

Se sabe que el drea de la pagina impresa es

S ®) h\J

x L]

\,ﬁ

Reemplazando (B) en () tenemos A(x) = (x+ 2)[2 + 4), x>0
x

' 0) 3
A(x)=(x+2)[—3—2)+—0+4=—£—6~2+3—0+4=—§g+4=0:> x =415
X X X X X x

Utlizando el ctiterio de Ia segunda derivada, donde A"(x) = 1—232 , Se tiene A"(\/E )> 0, es de-
X

cir, se tiene area minima cuando x = V15 y esta es
30
4=(T3 +2I—F+4]=68.98 ulg?.
s pulg

4.5.14 Se. desea construir un tanque de acero con la
miesferas en los extremos para almacenar gas
los extremos es e

forma de un cilindro circular recto y se-

dobl >as propano. El costo por pie cuadrado de
. ~ oble que el de la parte cilindrica, ¢Qué dimensiones minimizarén el
costo si la capacidad deseada es de 10p pie’?

Solucién,

Sean r (radio) y h (altura

) las dimensiones del cilindro.
Volumen tota] =

(volumen de 1o esfera

4

‘ )+ (volumen de] cilindro)
10 = Enr3 +nrlh

(drea de la esferg) 4 1
)+ 5 (dreade Ja esfera))+ 1 (4rea latera] del cilindro) = 87,2 + 2nrh



Luego

> 10 4 > 20nm 8 16 5
= R R el T b SR SO & 2, 20m
C(r)=8nr (r‘ : J ;T3 = () T =, ,e<0‘3 l%)

r

10 4
pues >0 y h=—,—§r >0 de donde r e <0,3 l%>

Derivando, obtenemos

Cv(r)_éﬂ,_&=4n(8’3‘15] - {C’(r)=0 = ’=@ (punto critico)
= 2
5

C'(r) noexistesi r2 =0 entonces r =0 ¢ D,

Por el criterio de la segunda derivada donde C "(r)= 3§J+40_;t, se tiene C"(i/ﬁ4 )> 0 (existe
r

" 3 : . 5,5 . . 5
minimo en » =‘ﬁ%), es decir, el costo del tanque sera minimo si sus dimensiones son

. 10 4 .
SR =325 pies.

4.5.15 Una pintura de una exposicidn tiene una altura & » ¥ se cuelga de tal modo que su orilla

inferior esté a una distancia D arriba del ojo de un observador. ¢A qué distancia de la
pared debe pararse el observador para tener la mayor vista?

Solucién.

Sea x la distancia del observador a la pared. La funcién 8 es el dngulo de elevacién que de-
pende de x y es lo que queremos maximizar tanto como sea posible.

Considerando el grafico vemos que
a=0+p = 6=0a-

X X
= o =arccot
D (H+DJ

H+
A : X X
cotfp=— = =arccot| —
\ B B B ( DJ

6(x) = arccot 4 arccot (iJ, x>0
H+D D

0o | (1)+ 1 (L)= H+D D

coto =

<@

x V\H+D 2V \D)  (H+D)+x? D24y
Gl T
(H+DJ D
el(x)=D[(H+D)2+x2,J—(H+D)(DZ.+x2)=_ H[xsz(H+D)} |
(D? +x?)(H +D)? +x? (D +x®)|(H + D) +x?]

Para encontrar los puntos criticos resolvemos 8 '(x) =0:

—H[Z—D(H+D)J=0 = x=+/D(H +D)

Aplicando e criterio de la primera derivada se verifica que en x=./D(H + D) se tiene mixi-

Mo, es decir, la distancia 6ptima entre la pared y el observador es x=,/D(H + D) de modo
que el observador tenga mayor visualizacién del cuadro.



